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Introducdo

Introducao

@ A Pl-teoria, teoria das algebras que satisfazem identidades
polinomiais, € uma parte importante da teoria de anéis.
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Introducdo

Introducao

@ A Pl-teoria, teoria das algebras que satisfazem identidades
polinomiais, € uma parte importante da teoria de anéis.

@ Questao central: Descrigao das identidades e polindbmios
centrais de uma algebra.
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Introducdo

Introducao

@ A Pl-teoria, teoria das algebras que satisfazem identidades
polinomiais, € uma parte importante da teoria de anéis.

@ Questao central: Descrigao das identidades e polindbmios
centrais de uma algebra.

@ O nosso trabalho se destina a apresentar descrigoes dos
polindmios centrais Z,-graduados para a algebra das
matrizes M>(K) e para as algebras My 1(E) e EQ E.
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Algebras
Identidade
Conceitos Basicos Polinémio:

Algebras

No que segue K denotara um corpo.
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos 0 — > multilineares

graduados

Algebras

No que segue K denotara um corpo.

Algebra

Uma K-algebra (algebra sobre K ou simplesmente algebra) é
um par (A, x), onde A é um espaco vetorial e « € uma operagao
em A que é uma aplicagao bilinear, ou seja, x : Ax A— A
satisfaz

(i) (a+b)xc=axc+ bxc;
(i) ax(b+c)=axb+axc;
(i) (Aa)* b= ax(Ab) = X(axb).
para quaisquer a,b,c € Ae X € K.
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos 0 — > multilineares

graduados

Algebras

No que segue K denotara um corpo.

Algebra

Uma K-algebra (algebra sobre K ou simplesmente algebra) é
um par (A, x), onde A é um espaco vetorial e « € uma operagao
em A que é uma aplicagao bilinear, ou seja, x : Ax A— A
satisfaz

(i) (a+b)xc=axc+ bxc;
(i) ax(b+c)=axb+axc;
(i) (Aa)* b= ax(Ab) = X(axb).
para quaisquer a,b,c € Ae X € K.

Por simplicidade, escreveremos ab ao invés de a x b.
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Algebras

Conceitos Basicos

Algebras

Uma élgebra A é dita ser:
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Algebras
Identidades Polinomi
Conceitos Basicos Polinémios multi-homo;

Algebras

Uma élgebra A é dita ser:

Associativa

Se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c € A.
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Algebras
Identi Polinomiais
Conceitos Basicos Polindmi

Algebras

Uma élgebra A é dita ser:

Associativa
Se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c € A.

Se ab = ba, para quaisquer a, b € A.
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos olin6 — e multilineares

Algebras

Uma élgebra A é dita ser:

Associativa
Se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c € A.

Se ab = ba, para quaisquer a, b € A.

Se existe um elemento 1 € Atal que 1a= al = a para todo
acA
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Algebras

Conceitos Basicos

Algebras

Uma élgebra A é dita ser:

Associativa
Se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c € A.

Se ab = ba, para quaisquer a, b € A.

Se existe um elemento 1 € Atal que 1a= al = a para todo
acA

De agora em diante, a menos que mencionarmos o contrario,
todas as algebras serao associativas e com unidade.
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Algebras

Conceitos Basicos Polinémios multi-homo;
oliném

Algebras

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de alge-
bras.
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Algebras
Identidades Polinomic
Conceitos Basicos Polinémios multi-homog e multilineares

Algebras

Apresentaremos a seguir alguns exemplos importantes de alge-
bras.

o Algebra de Matrizes M,(K): O espago vetorial M,(K) das
matrizes n x n com entradas em K é uma algebra
associativa com unidade.
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Algebras

Conceitos Basicos Polinémios multi-homo;
oliném

Algebras

@ Algebra de Grassmann: Seja V um espagco vetorial com
base {ey, e, €3,...}.
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Algebras

Conceitos Basicos

Algebras

@ Algebra de Grassmann: Seja V um espagco vetorial com
base {ey, e, €3, ...}. Definimos a algebra de Grassmann
(ou algebra exterior) de V, denotada por E como sendo a
algebra com base

{17e,-1e,-2...e,-k|i1 <I'2<...<I'k7k21}

e cujo produto é definido pelas relagoes
e=0e eiej = —eje; para quaisquer /,j € N.
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Algebras
Identidades Polinon

Conceitos Basicos

Destacamos em E os seguintes subespacos vetoriais:
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Algebras
Identi
Conceitos Basicos Polin6mi

Algebras

Destacamos em E os seguintes subespacos vetoriais:
- Ep, gerado por {1, e;€;,...6€, | mpar}.
- E4, gerado por {e; e, ...e€; | k impar}.
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Algebras
Identidades Polinomic
Conceitos Basicos Polinémios multi-homog e multilineares

Algebras

Destacamos em E os seguintes subespacos vetoriais:
- Ep, gerado por {1, e;€;,...6€, | mpar}.
- E4, gerado por {e; e, ...e€; | k impar}.

@ Claramente, E = Eq & E; como espago vetorial.
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Algebras
Identi Polinomiais
Conceitos Basicos Polindmi

Algebras

Subalgebra

Um subespaco vetorial B de uma algebra A sera denominado
de subalgebra de A se B é multiplicativamente fechado e 1 € B.
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Algebras

Conceitos Basicos

Algebras

Subalgebra

Um subespaco vetorial B de uma algebra A sera denominado
de subalgebra de A se B é multiplicativamente fechado e 1 € B.

Um subespaco vetorial / de uma &lgebra A sera denominado de
ideal de A se ax, xa € | para quaisquerac Ae x € I.

N,
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Algebras

Conceitos Basicos Polinémios multi-homo;
oliném

Algebras

Vejamos a seguir alguns exemplos importantes de subalgebras.

Leomaques Francisco Silva Bernardo Polinémios Centrais p/ Algebras Z




Algebras
Identidades Polinomic
Conceitos Basicos Polinémios multi-homog e multilineares

Algebras

Vejamos a seguir alguns exemplos importantes de subalgebras.

@ (Centro de uma algebra) Seja A uma algebra. O conjunto
Z(A)={aec A| ax = xa,Vx € A} é uma subalgebra de A
denominada centro de A.
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Algebras

Conceitos Basicos

Algebras

Vejamos a seguir alguns exemplos importantes de subalgebras.

@ (Centro de uma algebra) Seja A uma algebra. O conjunto
Z(A)={aec A| ax = xa,Vx € A} é uma subalgebra de A
denominada centro de A.

Destacamos em particular o centro das seguintes algebras

- Z(My(K)) = {AMnxn | X € K} (matrizes escalares).

- Z(E) = Ey (char K # 2).
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Algebras
Identidades Polinon

Conceitos Basicos

@ Consideremos a algebra das matrizes My (E).
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Algebras

Conceitos Basicos Polinémios multi-homo;
oliném

Algebras

@ Consideremos a algebra das matrizes Mx(E). Seja:

a b

c d adekE, bceEp.

M 1(E) =
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Algebras
Identi
Conceitos Basicos Polin6mi

Algebras

@ Consideremos a algebra das matrizes Mx(E). Seja:

vaE)=1( 2 §)|adek. bock

E imediato que My 1(E) é uma subalgebra de Ma(E).
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos olind multi-homogéneos e multilineares

Algebras

Subalgebra gerada

Sejam A uma algebra e ) # S C A. Consideremos o subespago
Bs de A gerado por

{1,8132...Sk|k€N,Si€S}.

Bs é uma subalgebra de A, chamada de subalgebra gerada
por S.
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Algebras

Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos olin6 — e multilineares

Algebras

Homomorfismo

Sejam A e B duas algebras. Uma transformacao linear
¢ : A— B éum homomorfismo, se ¢(xy) = ¢(x)¢(y) para
quaisquer x, y € A e além disso ¢(14) = 1.
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Algebras

Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos olin6 — e multilineares

Algebras

Homomorfismo

Sejam A e B duas algebras. Uma transformacao linear
¢ : A— B éum homomorfismo, se ¢(xy) = ¢(x)¢(y) para
quaisquer x, y € A e além disso ¢(14) = 1.
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idades Polinomiais
Conceitos Basicos Polinémios multi-homog e multilineares

Identidades Polinomiais

Seja X = {x1, X2, ...} um conjunto n&o vazio e enumeravel de va-
ridveis ndo comutativas. Vamos considerar a algebra livre K(X),
cujos elementos sao polinémios com variaveis em X.
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos Polin6mi multilineares

Identidades Polinomiais

Identidades Polinomiais

Um polinémio f(x1, ..., Xs) € K(X) (ou a expressao
f(x1,...,X,) = 0) € denominado uma identidade polinomial da
algebra A, se f(ay,...,an) = 0 para quaisquer ay, ..., an € A.
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos Polinémios multi-hom

Identidades Polinomiais

Identidades Polinomiais

Um polinémio f(x1, ..., Xs) € K(X) (ou a expressao

f(x1,...,X,) = 0) € denominado uma identidade polinomial da
algebra A, se f(ay,...,an) = 0 para quaisquer ay, ..., an € A.

Pl-algebra

Uma algebra com identidade polinomial (Pl-algebra) é uma
algebra que satisfaz uma identidade polinomial n&o trivial
(polinbmio n&o nulo).

| \
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos Polin6r witi-homogé

Identidades Polinomiais

Chamamos de comutador de comprimento 2 o polinémio dado
por [X1 s X2] = X1 X2 — XoX1.
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idades Polinomiais
Conceitos Basicos Polinémios multi-homog e multilineares

Identidades Polinomiais

Chamamos de comutador de comprimento 2 o polinémio dado
por [X1 s X2] = X1 X2 — XoX1.

O comutador de comprimento n é definido indutivamente por
[X1, Xo, ..., Xn] = [[X1, X2, ..., Xn—1], X5] para n > 2.
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idades Polinomiais
Conceitos Basicos Polinémios multi-homog e multilineares

Identidades Polinomiais

Chamamos de comutador de comprimento 2 o polinémio dado
por [X1 s X2] = X1 X2 — XoX1.

O comutador de comprimento n é definido indutivamente por
[X1, Xo, ..., Xn] = [[X1, X2, ..., Xn—1], X5] para n > 2.

Exemplo: O polindmio [x, X2, x3] € uma identidade polinomial
da algebra de Grassmann E.
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Conceitos Basicos

Identidades Polinomiais

Chamamos de comutador de comprimento 2 o polinémio dado
por [X1 s X2] = X1 X2 — XoX1.

O comutador de comprimento n é definido indutivamente por
[X1, Xo, ..., Xn] = [[X1, X2, ..., Xn—1], X5] para n > 2.

Exemplo: O polindmio [x, X2, x3] € uma identidade polinomial

da algebra de Grassmann E. Para ver isto, basta observar que
[a,b] € Ey C Z(E), para quaisquer a, b € E.
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos Polin6mi multilineares

Identidades Polinomiais

Um ideal / de K(X) é dito ser um T-ideal se ¢(/) C [/ para todo
¢ € End K(X), ou equivalentemente, se f(gi,...,9n) € | para
quaisquer f(x1,...,Xn) € 1€ g1,...,9n € K(X).
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos Polin6mi multilineares

Identidades Polinomiais

T-ideal
Um ideal / de K(X) é dito ser um T-ideal se ¢(/) C [/ para todo

¢ € End K(X), ou equivalentemente, se f(gi,...,9n) € | para
quaisquer f(x1,...,Xn) € 1€ g1,...,9n € K(X).

| A\

Proposicao

O conjunto T(A) das identidades de uma algebra A é um T-ideal
de K(X).
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Algebras
Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos Polinémios multi-hom e multilineares

Identidades Polinomiais

T-ideal gerado

Seja S um subconjunto de K(X). Definimos o T-ideal gerado
por S, denotado por (S)7, como sendo a intersegdo de todos os
T-ideais de K(X) que contém S. Dessa forma, (S)’ é o menor
T-ideal contendo S.
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Algebras
Identidades Polinomiai
Conceitos Basicos Polinémios multi-hom €0 multilineares

raduados

Identidades Polinomiais

T-ideal gerado

Seja S um subconjunto de K(X). Definimos o T-ideal gerado
por S, denotado por (S)7, como sendo a intersegdo de todos os
T-ideais de K(X) que contém S. Dessa forma, (S)’ é o menor
T-ideal contendo S.

Do ponto de vista pratico, o T-ideal gerado por S coincide com o
subespaco vetorial de K(X) gerado pelo conjunto

{h1f(g1a"'agn)h2 | fe Sah17h27g1a"'agn€K(X)}'
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Identidades Polinomiais
Conceitos Basicos Polinémios multi-homogé

Identidades Polinomiais

Se Aé uma algebrae S C T(A) é tal que T(A) = (S)T dizemos
que S é uma base das identidades de A.
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Conceitos Basicos

Identidades Polinomiais

Se Aé uma algebrae S C T(A) é tal que T(A) = (S)T dizemos
que S é uma base das identidades de A. Se um polinémio
f(x1,...,xn) € (S)T dizemos que f segue de S, ou que f é uma
consequéncia de S.
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Conceitos Basicos

Identidades Polinomiais

Se Aé uma algebrae S C T(A) é tal que T(A) = (S)T dizemos
que S é uma base das identidades de A. Se um polinémio
f(x1,...,xn) € (S)T dizemos que f segue de S, ou que f é uma
consequéncia de S.

Exemplo: Se A é uma &lgebra comutativa e K € um corpo infi-
nito, entdo T(A) = ([x1, x2]) 7.
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a s ais
Conceitos Basicos -homogéneos e multilineares

Sejam m € K(X) um monémio e x; € X.
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d Polinomiais
Conceitos Basicos Polindémios multi-homogéneos e multilineares

Polinbmios multi-homogéneos e multilineares

Sejam m € K(X) um monémio e x; € X.

Grau de uma variavel

Definimos o grau de x; em m, denotado por degy, m, como
sendo o nimero de ocorréncias de x; em m.
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d Polinomiais
Conceitos Basicos Polindémios multi-homogéneos e multilineares

Polinbmios multi-homogéneos e multilineares

Sejam m € K(X) um monémio e x; € X.

Grau de uma variavel

Definimos o grau de x; em m, denotado por degy, m, como
sendo o nimero de ocorréncias de x; em m.

Um polindmio f € K(X) é dito:
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d Polinomiais
Conceitos Basicos Polindémios multi-homogéneos e multilineares

Polinbmios multi-homogéneos e multilineares

Sejam m € K(X) um monémio e x; € X.

Grau de uma variavel

Definimos o grau de x; em m, denotado por degy, m, como
sendo o nimero de ocorréncias de x; em m.

Um polindmio f € K(X) é dito:

@ Homogéneo em x;: Se todos os seus mondmios tém o
mesmo grau em Xx;.
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Conceitos Basicos

Polinbmios multi-homogéneos e multilineares

Sejam m € K(X) um monémio e x; € X.

Grau de uma variavel

Definimos o grau de x; em m, denotado por degy, m, como
sendo o nimero de ocorréncias de x; em m.

Um polindmio f € K(X) é dito:
@ Homogéneo em x;: Se todos os seus mondmios tém o
mesmo grau em Xx;.

@ Multi-homogéneo: Se é homogéneo em todas as
varigveis.
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Conceitos Basicos

Polinbmios multi-homogéneos e multlllneares

Sejam m € K(X) um monémio e x; € X.

Grau de uma variavel

Definimos o grau de x; em m, denotado por degy, m, como
sendo o nimero de ocorréncias de x; em m.

Um polindmio f € K(X) é dito:
@ Homogéneo em x;: Se todos os seus mondmios tém o
mesmo grau em X;.
@ Multi-homogéneo: Se é homogéneo em todas as
variaveis.
@ Multilinear: Se é multihomogéneo e em todos os
monomios cada variavel tem grau exatamente 1.
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d Polinomiais
Conceitos Basicos Polindémios multi-homogéneos e multilineares

Polinbmios multi-homogéneos e multilineares

Se m = m(xq, X2, ..., Xx) € um monémio de K(X), o multigrau
de m é a k-upla (a1, a,...,a) onde a; = degy,m.
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Polinomiais

Conceitos Basicos multi-homogéneos e multilineares
lindmic
aos

Polinbmios multi-homogéneos e multilineare

Se m = m(xq, X2, ..., Xx) € um monémio de K(X), o multigrau
de m é a k-upla (a1, a,...,a) onde a; = degy,m. A soma de
todos os mondémios de f € K(X) com um dado multigrau, é dito
ser uma componente multi-homogénea de f.
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d Polinomiais
Conceitos Basicos i neos e multilineares

Polinbmios multi-homogéneos e multlllneares

Proposicéo 1

@ Sejam / um T-ideal de K(X) e f(x1,X2,...,Xx) € I. Se K &
infinito entdo cada componente multi-homogénea de f
pertence a /. Consequentemente, / € gerado por seus
polindmios multi-homogéneos.
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d Polinomiais
Conceitos Basicos i neos e multilineares

Polinbmios multi-homogéneos e multlllneares

Proposicéo 1

@ Sejam / um T-ideal de K(X) e f(x1,X2,...,Xx) € I. Se K &
infinito entdo cada componente multi-homogénea de f
pertence a /. Consequentemente, / € gerado por seus
polindmios multi-homogéneos.

@ Se / é um T-ideal de K(X) e charK = 0, entéao / é gerado
por seus polinémios multilineares.
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d Polinomiais

Conceitos Basicos 0 H géneos e multilineares
T-espacos e polinémios centrais
Identi olindmios centrai duados

T-espacos e polinbmios centrais

Polinbmios Centrais

Sejam A uma algebra e f(x,..., Xx,) € K(X). Dizemos que f é
um polinémio central para A se f tem termo constante nulo e
f(ai,...,an) € Z(A) para quaisquer ay,...,a, € A

Leomaques Francisco Silva Bernardo Polinémios Centrais p/ Algebras Zo-graduadas



d Polinomiais

Conceitos Basicos 0 H géneos e multilineares
T-espacos e polinémios centrais
Identi olindmios centrai duados

T-espacos e polinbmios centrais

Polinbmios Centrais

Sejam A uma algebra e f(x,..., Xx,) € K(X). Dizemos que f é
um polinémio central para A se f tem termo constante nulo e
f(ai,...,an) € Z(A) para quaisquer ay,...,a, € A

Exemplo: Sendo A uma algebra, toda identidade de A é um po-
linbmio central para A. As identidades sdo ditas polinbmios
centrais triviais.
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d Polinomiais

Conceitos Basicos 0 H géneos e multilineares
T-espacos e polinémios centrais
Identi olindmios centrai duados

T-espacos e polinbmios centrais

Polinbmios Centrais

Sejam A uma algebra e f(x,..., Xx,) € K(X). Dizemos que f é
um polinémio central para A se f tem termo constante nulo e
f(ai,...,an) € Z(A) para quaisquer ay,...,a, € A

Exemplo: Sendo A uma algebra, toda identidade de A é um po-
linbmio central para A. As identidades sdo ditas polinbmios
centrais triviais.
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d Polinomiais

Conceitos Basicos 0 H géneos e multilineares
T-espacos e polinémios centrais
Identi olindmios centrai duados

T-espacos e polinbmios centrais

T-espago

Um subespacgo V de K(X) é um T-espaco se o(V) C V para
todo ¢ € End K(X), ou equivalentemente, f(g1,...,9n) € V
para quaisquer f(xi,...,x5) € Ve g1,...,9n € K(X).
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Conceitos Basicos

Ident olindbmios centrais graduados

T-espacos e polinbmios centrais

T-espago

Um subespacgo V de K(X) é um T-espaco se o(V) C V para
todo ¢ € End K(X), ou equivalentemente, f(g1,...,9n) € V
para quaisquer f(xi,...,x5) € Ve g1,...,9n € K(X).

Exemplo 1: Todo T-ideal de K(X) é um T-espago.
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Conceitos Basicos

polinémios centrais g

T-espacos e polinbmios centrais

T-espago

Um subespacgo V de K(X) é um T-espaco se o(V) C V para
todo ¢ € End K(X), ou equivalentemente, f(g1,...,9n) € V
para quaisquer f(xi,...,x5) € Ve g1,...,9n € K(X).

Exemplo 1: Todo T-ideal de K(X) é um T-espago.
Exemplo 2: Sejam A uma algebra. O conjunto
L={f(x1,...,x) € K(X)|f(a1,...,an) € Z(A) paraay,...,a, € A}

€ um T-espago de K(X). T-espaco L € conhecido por espaco
dos polindbmios centrais de A e denotado por C(A).
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d Polinomiais
Conceitos Basicos Polinémios multi-homogéneos e multilineares
T-espacos e polinémios centrais

Identi e polindmios centrais graduados

T-espacos e polinbmios centrais

Dado um subconjunto S de K(X), definimos o T-espago gerado
por S como sendo a interse¢é@o de todos os T-espagos que con-
tém S, ou seja, o menor T-espago de K(X) que contém S.
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Conceitos Basicos 0 -homogéneos e multilineares

des e polindmios centrais graduados

T-espacos e polinbmios centrais

Dado um subconjunto S de K(X), definimos o T-espago gerado
por S como sendo a interse¢é@o de todos os T-espagos que con-
tém S, ou seja, o menor T-espago de K(X) que contém S.

Proposicao

Se S C K(X) e V é o T-espago de K(X) gerado por S, entdo V
€ o subespacgo de K(X) gerado por

{f(91,.--,9n) | €S, g1,...,9n € K(X)}.
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Conceitos Basicos

ldentidades e polinbmios centrais graduados

No que segue G denotara um grupo abeliano com notagéo adi-
tiva.
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Conceitos Basicos 0 H eos e multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

No que segue G denotara um grupo abeliano com notagéo adi-
tiva.

Algebra G-graduada

Seja A uma algebra. Uma G-graduacado em A é uma familia
{Ag | g € G} de subespagos de A tais que

A = @Ag e AgAh Q Ag+h
geG

para quaisquer g, h € G.
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Conceitos Basicos 0 H eos e multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

No que segue G denotara um grupo abeliano com notagéo adi-
tiva.

Algebra G-graduada

Seja A uma algebra. Uma G-graduacado em A é uma familia
{Ag | g € G} de subespagos de A tais que

A = @Ag e AgAh Q Ag+h
geG

para quaisquer g, h € G. Definimos uma algebra G-graduada
como sendo uma algebra munida de uma G-graduagao.
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Conceitos Basicos 0 H eos e multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

No que segue G denotara um grupo abeliano com notagéo adi-
tiva.

Algebra G-graduada

Seja A uma algebra. Uma G-graduacado em A é uma familia
{Ag | g € G} de subespagos de A tais que

A = @Ag e AgAh Q Ag+h
geG

para quaisquer g, h € G. Definimos uma algebra G-graduada
como sendo uma algebra munida de uma G-graduagao.

Na definigdo acima, o subespaco Ay é chamado de componente
homogénea de grau g e os seus elementos de elementos homo-
géneos de grau g.
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 1: A Algebra My (K) possui uma Z-graduagéo natural,
a qual definiremos agora.
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Conceitos Basicos

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 1: A Algebra My (K) possui uma Z-graduagéo natural,
a qual definiremos agora. Tomando

Ao = (g 2) adek e A= (g b) bcekK
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Polinomia

Conceitos Basicos Polinémios multi-h multilineares
lindmio:

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 1: A Algebra My (K) possui uma Z-graduagéo natural,
a qual definiremos agora. Tomando

Ao = (g 2) adek e A= (g g) bcekK

temos que Mx(K) = Ay & As (como espago vetorial)
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da Polinomia
Conceitos Basicos Polinémios multi-h multilineares

lindmio:
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 1: A Algebra My (K) possui uma Z-graduagéo natural,
a qual definiremos agora. Tomando

AO_{<3 2) a,deK} e A1_{<g g) b,ceK}

temos que Mx(K) = Ay & Ay (como espago vetorial) e também
que A;A; C Aii; para quaisquer i, j € Zs.
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s Polinomia
Conceitos Basicos multi-homo

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 2: A Algebra M, 1(E) possui uma Zp-graduagao natu-
ral.
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Conceitos Basicos

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 2: A Algebra M, 1(E) possui uma Zp-graduagao natu-
ral. Tomando agora os subespacos de M; {(E):

0
M 1(E)o = (g d) adekE
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Conceitos Basicos

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 2: A Algebra M, 1(E) possui uma Zp-graduagao natu-
ral. Tomando agora os subespacos de M; {(E):

M1,1(E)o={(g 2) a,deEo}
M1,1(E)1:{(2 g) b,ceE1}
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Conceitos Basicos

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 2: A Algebra M, 1(E) possui uma Zp-graduagao natu-
ral. Tomando agora os subespacos de M; {(E):

M 1(E)o = {( : 2 ) ade Eo}

0 b
M1,1(E)1:{<C O) b,ceE1}
Temos:

© My 1(E) =M 1(E)o® M 1(E)1;

)
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Conceitos Basicos 6 -homo e multilineares

entrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 2: A Algebra M, 1(E) possui uma Zp-graduagao natu-
ral. Tomando agora os subespacos de M; {(E):

M 1(E)o = {( : 2 ) ade Eo}

0 b
M1,1(E)1:{<C O) b,ceE1}
Temos:

@ My 1(E)=M;1(E)o® M 1(E)1;
© My 1(E)iM; 1(E); € My 1(E)iy), para quaisquer i, j € Zo.
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s Polinomia
Conceitos Basicos multi-homo

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 3: A algebra E ® E possui uma Z,-graduagao natural.
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Conceitos Basicos

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 3: A algebra E ® E possui uma Z,-graduagao natural.
Tomando agora os subespagos de E® E:

(E®E)o = (Eo®Eo)B(E1®E;) e (E®E)r = (Eo®Eq1)®(E1®E)
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Conceitos Basicos H multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 3: A algebra E ® E possui uma Z,-graduagao natural.
Tomando agora os subespagos de E® E:

(E®E)o = (Eo®Eo)B(E1®E;) e (E®E)r = (Eo®Eq1)®(E1®E)

. Temos:
@ ERE=(E®E)®(E®E)s;
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Conceitos Basicos o multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo 3: A algebra E ® E possui uma Z,-graduagao natural.
Tomando agora os subespagos de E® E:

(E®E)o = (Eo®Eo)B(E1®E;) e (E®E)r = (Eo®Eq1)®(E1®E)

. Temos:
@ ERE=(E®E)®(E®E)s;
@ (E®E)(E®E); C(E®E)i, para quaisquer i, j € Zy.
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de Polinomiais
Conceitos Basicos 0 — multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Homomorfismo G-graduado

Uma aplicagédo ¢ : A — B entre algebras G-graduadas &
chamada homomorfismo G-graduado, se ¢ € um
homomorfismo de &lgebras que satisfaz ¢(Ag) C By para todo
ge G
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Conceitos Basicos
T- > po ntra

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Consideremos uma familia {X; | g € G} de conjuntos enume-
raveis e dois a dois disjuntos.
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Consideremos uma familia {X; | g € G} de conjuntos enume-
raveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entdo X = (Jycg Xy ©
consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X).
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Consideremos uma familia {X; | g € G} de conjuntos enume-
raveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entdo X = (Jycg Xy ©

consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X). Defini-
mos

@ a(1)=0e a(XiXe...Xn) = a(X1) + a(x) + ... + a(Xn),
onde a(x;) = g se x; € Xg.
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Consideremos uma familia {X; | g € G} de conjuntos enume-
raveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entdo X = (Jycg Xy ©

consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X). Defini-
mos

@ a(1)=0e a(XiXe...Xn) = a(X1) + a(x) + ... + a(Xn),
onde a(x;) = g se x; € Xg.

@ K(X)g = (m| mé monbmio de K(X), a(m) = g)
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Consideremos uma familia {X; | g € G} de conjuntos enume-
raveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entdo X = (Jycg Xy ©

consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X). Defini-
mos

@ a(1)=0e a(XiXe...Xn) = a(X1) + a(x) + ... + a(Xn),
onde a(x;) = g se x; € Xg.

@ K(X)g = (m| mé monbmio de K(X), a(m) = g)

0 K(X)=@BgeqK(X)g
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Conceitos Basicos H multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Consideremos uma familia {X; | g € G} de conjuntos enume-
raveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entdo X = (Jycg Xy ©

consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X). Defini-
mos

@ a(1)=0e a(XiXe...Xn) = a(X1) + a(x) + ... + a(Xn),
onde a(x;) = g se x; € Xg.

@ K(X)g = (m| mé monbmio de K(X), a(m) = g)
® K(X) = Byec K(X)g

® K(X)gK(X)n S K(X)g+n
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Conceitos Basicos o multilineares

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Consideremos uma familia {X; | g € G} de conjuntos enume-
raveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entdo X = (Jycg Xy ©

consideremos a algebra associativa livre unitaria K(X). Defini-
mos

@ a(1)=0e a(XiXe...Xn) = a(X1) + a(x) + ... + a(Xn),
onde a(x;) = g se x; € Xg.

@ K(X)g = (m| mé monbmio de K(X), a(m) = g)
® K(X) = Byec K(X)g

® K(X)gK(X)n S K(X)g+n

A algebra K(X) é G-graduada e chamada de algebra associativa
livre G-graduada.
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo: A algebra associativa livre Z,-graduada, que tem
fundamental importancia neste trabalho, sera denotada por
K(XUY), onde:
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo: A algebra associativa livre Z,-graduada, que tem
fundamental importancia neste trabalho, sera denotada por
K(XUY), onde:

@ X ={x1,X,Xs,...} €0 conjunto das variaveis de grau 0O;
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Conceitos Basicos olin6 multi-homog: e multilineares
olindmi trais

o]
Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Exemplo: A algebra associativa livre Z,-graduada, que tem
fundamental importancia neste trabalho, sera denotada por
K(XUY), onde:

@ X ={x1,X,Xs,...} €0 conjunto das variaveis de grau 0O;
@ Y ={y1,)0,Vs,...} €0 conjunto das varidveis de grau 1.
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Polinomiais
Conceitos Basicos 0 multi-hom e multilineares
S e DOMHOVTH IS

Identidades e polinémios centrais graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Identidades e polinbmios centrais graduados

Seja A= @geeAg uma algebra G-graduada. Dizemos que um
polinémio f = f(x1,...,Xxn) € K(X) é
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Conceitos Basicos 0 — eos e multilineares

Identidades e polinémios centrals graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Identidades e polinbmios centrais graduados

Seja A= @geeAg uma algebra G-graduada. Dizemos que um
polinémio f = f(x1,...,Xxn) € K(X) é
i) uma identidade polinomial G—graduada para A, se

f(ay,...,an) = 0 para quaisquer a; € A,(x) com
i=1,2,....n
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Conceitos Basicos 0 — eos e multilineares

Identidades e polinémios centrals graduados

ldentidades e polinbmios centrais graduados

Identidades e polinbmios centrais graduados

Seja A= @geeAg uma algebra G-graduada. Dizemos que um
polinémio f = f(x1,...,Xxn) € K(X) é
i) uma identidade polinomial G—graduada para A, se
f(ay,... ) 0 para quaisquer a; € A,(x) com
i = 1,2, e
i) um polinémio central G-graduado para A, se

f(ay,.. a,,) € Z(A) para quaisquer a; € A,y com
i=1 2
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Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas

Polinbmios Centrais para algebras Z,-graduadas

@ Em 1992, Di Vicenzo apresentou as descri¢cdes das
identidades Z»-graduadas para as algebras M>(K), My 1(E)
e E ® E, quando char K = 0.
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Polinémios Centrais
Polin6mi
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas

Polinbmios Centrais para algebras Z,-graduadas

@ Em 1992, Di Vicenzo apresentou as descri¢cdes das
identidades Z»-graduadas para as algebras M>(K), My 1(E)
e E ® E, quando char K = 0.

@ Em 2002, Azevedo e Koshlukov generalizaram estas
descrigbes para corpos infinitos de caracteristica diferente
de 2.
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Polinémios Centrais
Polin6mi
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas

Polinbmios Centrais para algebras Z,-graduadas

@ Em 1992, Di Vicenzo apresentou as descri¢cdes das
identidades Z»-graduadas para as algebras M>(K), My 1(E)
e E ® E, quando char K = 0.

@ Em 2002, Azevedo e Koshlukov generalizaram estas
descrigbes para corpos infinitos de caracteristica diferente
de 2.

@ Em 2007, Brandao e Koshlukov apresentaram as
descrigbes dos polinémios centrais Z,-graduados para as
algebras Mx(K), My 1(E) e E® E, onde K € um corpo
infinito e de caracteristica diferente de 2.
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Polinémios Centrais Z,-graduados para My (K)
Polindmi e > 11 1(E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas Polinomi E

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

No que segue K denotara um corpo infinito de caracteristica di-
ferente de 2.
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Polindmios Centrais graduados para My (K)
Polindmi e - My 1(E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas 2 R E

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

No que segue K denotara um corpo infinito de caracteristica di-
ferente de 2.

Denotaremos Tz, simplesmente por T, e Cz, simplesmente por
Co.
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Polinémios Central
Polinémios Cer
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas Polinomi

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

No que segue K denotara um corpo infinito de caracteristica di-
ferente de 2.

Denotaremos Tz, simplesmente por T, e Cz, simplesmente por
Co.

Teorema 1 (Azevedo - Koshlukov)

O T»-ideal das identidades Z,-graduadas de M,(K) é gerado
pelos polindmios [X1 5 X2] e Viyoys — V3o V1.
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Polindmios Centrai graduados para My (K)
My 4 (E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas X

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

Denotaremos por | = To(M(K)).
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Polindmios Central raduados para M (K)
Polinémios Cer Juag My 4 (E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas Polinomi

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

Denotaremos por | = To(M(K)).

Sendo A uma algebra e a, b € A, definimos o produto de Jordan
aob = (ab+ ba).

Leomaques Francisco Silva Bernardo Polinémios Centrais p/ Algebras Zo-graduadas



Polindmios Central raduados para M (K)
Polinémios Cer Juag My 4 (E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas Polinomi

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

Denotaremos por | = To(M(K)).

Sendo A uma algebra e a, b € A, definimos o produto de Jordan
aob = (ab+ ba).

Consideremos o To-espago V de K(X U Y) gerado pelos poliné-
mios
zix,x)ze , zi(yiyeys — Yayey1)ze . ¥i

onde z; e z, sdo variaveisem X U Y.
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Polindmios Centrais 2 -graduados para M (K)
Polinémios Ce 11 1(E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas Polinémio ntr E

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)
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Polindmios Centrais graduados para My (K)
Polindmi e - My 1(E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas 2 R E

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

Os polindmios y1 o y2, y{y5 € [y1, yel[ya, ya] pertencem a V.
Além disso, V é multiplicativamente fechado.
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Polindmios Centrais graduados para My (K)
Polindmi e - My 1(E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas 2 R E

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

Os polindmios y1 o y2, y{y5 € [y1, yel[ya, ya] pertencem a V.
Além disso, V é multiplicativamente fechado.
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Polindmios Centrai graduados para My (K)
Polin6rm C S My 4 (E)

Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas

Polinémios Centrais Z,-graduados para Mx(K)

Teorema 2 (Brand&o - Koshlukov)

Co(Ma(K)) = V.
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Teorema 3 (Azevedo - Koshlukov)

O T»-ideal das identidades Z,-graduadas de M 1(E) é gerado
pelos polindmios [x1, X2] € y1Yoys + YaYo V1.
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Polinémios Centrais Z,-graduados para My 1(E)

O centro da &lgebra M; 1(E) consiste das matrizes {ak|a € Ey},
onde b é a matriz identidade de ordem 2.
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Polinémios Centrais Z,-graduados para My 1(E)

O centro da &lgebra M; 1(E) consiste das matrizes {ak|a € Ey},
onde b é a matriz identidade de ordem 2.

Consideremos W o T,-espago de K(X U Y) gerado pelos poliné-
mios

zi[x1,x)z2 . z1(y1yeys + YaYeY1)Ze Vi, Yl

onde z; e z» sdo variaveisem XU Y.
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Polinémios Centrais Z,-graduados para My 1(E)

O centro da &lgebra M; 1(E) consiste das matrizes {ak|a € Ey},
onde b é a matriz identidade de ordem 2.

Consideremos W o T,-espago de K(X U Y) gerado pelos poliné-
mios

zi[x1,x)z2 . z1(y1yeys + YaYeY1)Ze Vi, Yl

onde z; e z» sdo variaveisem XU Y.

Teorema 4 (Brandao - Koshlukov)

Co(M 1(E)) = W
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Di Vicenzo, mostrou que, em caracteristica zero, as algebras
E®E e M 1(E) possuem as mesmas identidades Z,-graduadas
e portanto Co(M; 1(E)) = Co(E ® E).
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Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas Polinémios Central graduados para E ® E

Polinbmios Centrais Z,-graduados para £ ® E

Di Vicenzo, mostrou que, em caracteristica zero, as algebras
E®E e M 1(E) possuem as mesmas identidades Z,-graduadas
e portanto Co(M; 1(E)) = Co(E ® E).

Vamos supor entdo que K é infinito e char K = p > 2.
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Di Vicenzo, mostrou que, em caracteristica zero, as algebras
E®E e M 1(E) possuem as mesmas identidades Z,-graduadas
e portanto Co(M; 1(E)) = Co(E ® E).

Vamos supor entdo que K é infinito e char K = p > 2.

Teorema 5 (Azevedo - Koshlukov)

O T,-ideal das identidades Z,-graduadas de E ® E é gerado
pelos polinémios

xi,x2] . (Viyeys +yayeyr) e [xP, ).
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Polinbmios Centrais Z,-graduados para £ ® E

No sentido de descrever o T»-espago Co(E ® E), comecemos
considerando a algebra:

_ a+ b ,
A= ( c d+>\> adekE,, bceE, eK

onde Ej é a componente par da &lgebra de Grassmann sem uni-
dade E'.
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No sentido de descrever o T»-espago Co(E ® E), comecemos
considerando a algebra:

_ a+ b ,
A= ( c d+>\> adekE,, bceE, eK

onde Ej é a componente par da &lgebra de Grassmann sem uni-
dade E'.

@ A é uma subalgebra de My 1(E);
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No sentido de descrever o T»-espago Co(E ® E), comecemos
considerando a algebra:

_ a+ b ,
A= ( c d+>\> adekE,, bceE, eK

onde Ej é a componente par da &lgebra de Grassmann sem uni-
dade E'.

@ A é uma subalgebra de My 1(E);

@ A possui uma Zy-graduagao natural induzida pela
Zp-graduagao de My 1(E).
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Azevedo e Koshlukov provaram que E® E e Apossuem 0 mesmo
T»>-ideal das identidades Z,-graduadas.

Leomaques Francisco Silva Bernardo Polinémios Centrais p/ Algebras Zo-graduadas



o (K)
My 1(E)
Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas Polinémios Central graduados para E ® E
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Azevedo e Koshlukov provaram que E® E e Apossuem 0 mesmo
T»>-ideal das identidades Z,-graduadas.

Por consequéncia, C>(A) = Co(E ® E).
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Azevedo e Koshlukov provaram que E® E e Apossuem 0 mesmo
T»>-ideal das identidades Z,-graduadas.

Por consequéncia, C>(A) = Co(E ® E).

Consideremos U o Tz-espago de K(X U Y) gerado pelos polin6-
mios:

zi[x1, %22 . zZi(iyeys +yayeyi)ze , zilxD yilze

[}/17}/2] ) Xf
onde zie XUY.
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ra Mp (K)
My 1(E)

Polinémios
Polin6mi

1
Polinémios Centrai graduados para E ® E

Polindmios Centrais para élgebras Z,-graduadas

Polinbmios Centrais Z,-graduados para £ ® E

T2(A) C U C Co(A).

| A

Lema 4

Os polinémios (y1 o y2)(y3 o ya), [y1. yellya, yal, 1, yalxf € X{x5
pertencem a U. Além disso, U € multiplicativamente fechado.

Polinémios Centrais p/ Algebras Zo-graduadas
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Polinbmios Centrais Z,-graduados para £ ® E

T2(A) C U C Co(A).

Os polinémios (y1 o y2)(y3 o ya), [y1. yellya, yal, 1, yalxf € X{x5
pertencem a U. Além disso, U € multiplicativamente fechado.

Teorema 6 (Brandao - Koshlukov)

Co(E® E)=U

A\
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